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1 Introduction

ပုစာအကီးတစ်ခုကိုေြဖရှင်းဖိုအတွက် ဒီပုစာအကီးကို ပံုစံတူပုစာအေသးေလးေတွြဖစ်ေအာင် ေြပာင်းပစ်တဲ့ idea ကို
mathematical induction မှာတုန်းက ေတွဖူးပီးသားြဖစ်မှာပါ။ ဒီ idea ကို combinatorics မှာလည်းသံုးလိုရပါတယ်။
ဒီ handout ရဲ section 2 နဲ 3 ကေတာ့ “ဒီ idea ကို counting ပုစာေတွမှာ ဘယ်လိုအသံုးချမလဲ” ဆိုတဲ့ အသံုးချပံုကိုြပ
ထားတာပါ။ တကယ်စိတ်ဝင်စားဖိုေကာင်းတဲ့ အသံုးချပံုေတွကိုေတာ့ section 4: Recursive Algorithms မှာကည့်ိငု်ပါ
တယ်။ ဒီ handout ကိုဖတ်ဖို အေြခခံ counting principle ေတွြဖစ်တဲ့ ေပါင်းြခင်းနဲ ေြမာက်ြခင်းအေကာင်းသိရင်ရပါပီ။
Permutations and combinations အေကာင်းက သိထားရင်ေကာင်းေပမယ့် သိစရာမလိုပါဘးူ။

2 Recursion in Counting

Recursion ဆိတုာဘာလဲမေြပာခင် ပုစာတချိနဲစကည့်ကည့်ရေအာင်။

Example 2.1. How many ways are there are to tile a 1×10 rectangles using identical 1×1 rectangles
and identical 1× 2 rectangles?

Figure 1: ဥပမာ tiling တချိ

Solution. အ ရင် ဆံုး 1 × 10 rectangle ကို tile လုပ် မယ့်အစား 1 × n rectangle ေလး ေတွကို n တန်ဖိးုအငယ်
ေလးေတွအတွက် အရင် tile ကည့်ရေအာင်။ n = 1, 2, 3, 4, 5 အတွက် ြဖစ်ိငု်တဲ့ tiling အကုန်ချဆွဲကည့်ရင် Figure 1
အတိငု်းရပါမယ်။ အေရအတွက်ေတွက 1, 2, 3, 5, 8 ဆိုပးီြဖစ်ေနပါတယ်။

Quick Exercise 2.2. Find a pattern in the sequence 1, 2, 3, 5, 8 and confirm your answer by listing
all tilings of the 1× 6 rectangle.

ဒီ sequence 1, 2, 3, 5, 8 ကို ကည့် ကည့်ရင် “ေရှကိန်းသည် ေနာက်ကိန်းှစ်လံုး၏ေပါင်းလဒ်” ဆိုတဲ့ pattern ကို
ေတွိုင်ပါတယ်။ ဒါေကာင့် 1× n ကို tile ိငု်တဲ့နည်းအေရအတကွ်ကို fn လိုထားရင်

fn = fn−1 + fn−2, for n ≥ 3 (⋆)
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Figure 2: n = 1, 2, 3, 4, 5 အတကွ် 1× n rectangle ကို tile ိငု်တဲန့ည်းေတကွ 1, 2, 3, 5, 8 ဆိုပးီြဖစ်ေနတယ်

ြဖစ်သင့်တာေပါ။့ ဒီ (⋆) ကိုမှန်ေကာင်းသာြပိငု်ရင် f10 ကိုရှာတာက လွယ်လွယ်ေလးြဖစ်သွားပါပီ။ ဒါြဖင့်ရင် (⋆) က
ဘာလိုမှန်တာလဲ။ 1× n rectangle ကို tile လုပ်ဖိုအတွက် ဘယ်ဘက်စွန်ဆံုးက rectangle သည် 1× 1 ြဖစ်ရင်ြဖစ် ဒါမှ
မဟုတ် 1× 2 rectangle ြဖစ်မှာပါ။ ဒါေကာင့်

fn = number of tilings starting with 1× 1 rectangle+number of tilings starting with 1× 2 rectangle (⋆⋆)

ြဖစ်ပါတယ်။ ဒါေပမယ့် n ≥ 3 အတကွ် 1 × 1 rectangle နဲစတဲ့ tiling အေရအတွက်က tile ဖိုကျန်ေနတဲ့ 1 × (n − 1)

rectangle ကို tile ိငု်တဲ့နည်းအေရအတွက်ပဲ ြဖစ်လို (⋆⋆) ညာဘက်ြခမ်းရဲ ပထမ term သည် fn−1 နဲအတူတူပဲြဖစ်ပါ
တယ်။ ထိနုည်းတူစွာပဲ (⋆⋆) ရဲ ဒုတယိ term သည် fn−2 နဲအတူတူပဲ ြဖစ်ပါတယ်။ ဒါေကာင့် ညီမျှြခင်း (⋆) က n ≥ 3

တိငု်းအတကွ် မှန်ေနတာေပါ။့ ဒါေကာင့် f10 ကို ဒီလိတုကွ်လိုက်လိုရပါပ။ီ

f6 = 8 + 5 = 13, f7 = 13 + 8 = 21, f8 = 21 + 13 = 34, f9 = 34 + 21 = 55, f10 = 55 + 34 = 89

ဒါေကာင့် အေြဖက 89 ြဖစ်ပါတယ်။ □

Example 2.3. How many ways are there to arrange 10 coins in a row so that there are no two
consecutive heads (see figure 3)?

Figure 3: ဥပမာ အစီအစ်တစ်ခု

Solution. 10 ေနရာမာှ n လဲထည့်ပးီ စီိုင်တဲန့ည်းအေရအတကွ်ကို gn လိုထားလိုက်ပါ။ ပီးခဲတ့ဲ့ example ကအတိငု်း
ပဲ gn အတွက် pattern ရှာကည့်ရေအာင်။ ဒဂင်္ါး n ခုကို အတန်းလိကု်စထီားမယ်ဆိုရင် ေရှဆံးုဒဂင်္ါးက T သိုမဟတု် H ှစ်
မျိးပဲြဖစ်ိုင်တယ်။ ဒါေကာင့်

gn = number of arrangements starting with T + number of arrangements starting with H (⋆)

ြဖစ်တယ်။ ဒါေပမယ့် T နဲစရင် ေနာက်လာမယ့် ဒဂင်္ါး n− 1 ြပားက ေခါင်းှစ်ခုဆက်တိကု်မပါရင်ပီးေရာ၊ ြဖစ်ချင်တာြဖစ်
လိုရတယ်။ ဒါေကာင့် (⋆) ညာဘက်ြခမ်းရဲ ပထမ term သည် gn−1 နဲအတူတူပဲ။ ေရှဆံးုဒဂင်္ါးက H ြဖစ်ရင်ကျေတာ့ သူ
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နဲကပ်လျက်ဒဂင်္ါးက T ြဖစ်ကိုြဖစ်ရမယ်။ ဒီ T ဘယ်ဘက်က ဒဂင်္ါး n − 2 ြပားကျေတာ့ ေခါင်းှစ်ခုဆက်တိကု်မပါရင်ပီး
ေရာ၊ ြဖစ်ချင်တာြဖစ်လိုရတယ်။ ဒါေကာင့် (⋆) ညာဘက်ြခမ်းရဲ ဒုတယိ term သည် gn−2 နဲအတူတူပဲ။ အခုလုပ်သွားတဲ့
argument သည် n ≥ 3 ြဖစ်မှလပု်လိုရပါတယ် (why?)။ ဒါေကာင့်

gn = gn−1 + gn−2, for all n ≥ 3

ဆိတုဲ့ ဆက်သွယ်ချက်ကိုရသာွးပါပ။ီ ဒါဆိရုင် g1 နဲ g2 ကိရုာှပးီေတာ့ ကျန်တာက လက်နဲဆက်တွက်လိုက်ံပုါပဲ။ g1 = 2,
g2 = 3, g3 = 5, g4 = 8, . . . , g10 = 144 ရပါတယ်။ □

Remark. ပီးခဲ့တဲ့ example ှစ်ပုဒ်အရ n ≥ 2 အတကွ် fn = gn−1 ြဖစ်ေကာင်း ေတွိငု်ပါတယ်။ ဘာလိုမှန်
သလဲဆိုတာကို အကမ်းေြပာရရင်ေတာ့ f2 = g1 နဲ f3 = g2 ြဖစ်ပီး ကိန်းစ်ှစ်ခုလံုးက “ေရှကိန်းသည် ေနာက်
ကိန်းှစ်လံုးေပါင်းလဒ်” ဆိုတဲ့ pattern ကိုလိကု်ေနလိုပါပဲ။ ဒီ idea ကိုတိတကိျကျချေရးချင်ရင်ေတာ့ (strong)
induction နဲေရးလိုရပါတယ်။

Remark. ဒီ fn = gn−1 ြဖစ်ရတဲ့အေကာင်းရင်းကို recurrence relation (pattern) မရှာဘဲ တိကု်ိုက်ြပလိုရပါ
တယ်။ သက်ေသြပချက်ကို စာနဲမေရးေတာ့ပါဘးူ။ Figure 4 ကိုကည့်ပးီ ကိယု့်ဘာသာစ်းစားကည့်ပါ။

Figure 4: Proof of fn = gn−1

Example 2.4. Let n be a positive integer. A total of n lines are drawn on the plane so that no two
are parallel and no three are concurrent. What is the number of regions do these lines divide the plane
into?

Solution. အေြဖကို an လိုထားလိကု်ပါ (အခုချနိ်မှာ an က n ေပါ်မှာပဲမှခီိုသလား၊ မျ်းေတွကိုဘယ်လိုဆွဲသလဲ ဆို
တာေပါ်ေရာ မှခီိုေသးသလားဆိုတာ မသိိုင်ေသးပါဘူး။ ဒီ solution က an သည် n ေပါ်မှာပဲမှခီိုေကာင်းပါ တခါတည်းြပ
သွားပါလိမ့်မယ်)။ အရင်ဆံုး an နဲ သူေရှက term ေတွ ဘယ်လိုချတိ်ဆက်သလဲဆိုတာ ကည့်ရေအာင်။ မျ်း n ေကာင်း
ပါတဲ့ configuration တစ်ခုယလူိုက်ပါ။

ဒီ ထဲ က တစ် ေကာင်း ကို ဖယ် လိကု် ရင် မျ်း n − 1 ေကာင်း ပါ တဲ့ configuration ြဖစ် သွား တဲ့ အတွက် region
အေရအတွက်က an−1 ြဖစ်သွားပါတယ်။ ပီးေတာ့မှ ေစာနကဖယ်လိကု်တဲ့ မျ်းကို ြပန်ဆွဲလိကု်ပါ။ ြပန်ဆွဲရင်းနဲ မူရင်း
n − 1 ထဲကတစ်ေကာင်းကိုထိတိငု်း region အေရအတွက်က တစ်ခုတိးုလာတယ် (See figure 5)။ မျ်းတစ်ေကာင်း
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Figure 5: an နဲ an−1 ဆက်သွယ်ချက်ကို ရှာပံု

လံုး ဆွဲ ပီး သွား တဲ့ အခါ လည်း region ေနာက်တစ်ခု တိးု လာ တယ်။ ဒါ ေကာင့် မျ်း n ေကာင်း ပါ တဲ့ ပံု မှာ ရှိ တဲ့ region
အေရအတွက်သည် an−1 + (n− 1) + 1 ြဖစ်တယ်။ ဒါဆိရုင်

an = an−1 + n, for n ≥ 2

ဆို တဲ့ ဆက် သွယ် ချက် ရ သွား ပါ ပီ။ ဒါ ဆို ရင် an ကို in terms of n နဲ ပဲ ရှာ တာ က ေကျာင်း စာ အဆင့် ြဖစ် သွား ပါ ပီ။
ေြပာင်းြပန် substitute သွားံပုါပဲ။

an = an−1 + n

= an−2 + (n− 1) + n

= an−3 + (n− 2) + (n− 1) + n

= · · ·

= a1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n

= 1 +
n(n+ 1)

2

□

Quick Exercise 2.5. Let n be a positive integer. There are n circles drawn on the plane so that
any two circles intersect at 2 points, and no three circles meet at a point. How many regions do these
circles divide the plane into?

ဒီလိုမျိး ကိန်းစ်တစ်ခု a1, a2, a3, . . . ရှိပးီေတာ့ ဒီကနိ်းစ်ရဲ an ကို သူေရှက term ေတွြဖစ်တဲ့ an−1, an−2, . . . , a1

ေတွနဲ ေဖာ်ြပထားတဲ့ ညီမျှြခင်းကို recurrence relation လိုေခါ်ပါတယ်။ ဥပမာအားြဖင့်

an = an−1 + 4 for n ≥ 2

an = 2an−1 for n ≥ 2

an = an−1 + an−2 for n ≥ 3

an = an−1a1 + an−2a2 + · · ·+ a1an−1for n ≥ 2

စတဲ့ဆက်သွယ်ချက်ေတွဟာ recurrence relation ေတွြဖစ် ကပါတယ်။ ပထမညီမျှြခင်းက ကိန်းစ်သည် arithmetic
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progression ြဖစ်ေကာင်းကိေုြပာတာနဲ တူတပူါပဲ (why?)။ ဒုတယိကနိ်းစ်ကေတာ့ geometric progression ပါ (why?)။
တတိယကနိ်းစ်ရဲ ဆက်သွယ်ချက်ကေတာ့ Fibonacci ဆက်သွယ်ချက်ပါ။ Example 2.1 နဲ 2.3 မှာ ေတွခဲတ့ဲ့ ဆက်သွယ်
ချက်ပါပဲ။ စတုတ္ထကိန်းစ်ကိုေတာ့ ေနာက်ကျရင်ေတွပါလိမ့်မယ်။ ကိန်းစ်တစ်ခုကို အတိအကျသတ်မှတ်ဖိုအတွက်
recurrence relation ကိုေြပာံုနဲ မလံုေလာက်ပါဘူး။ ေရှဆံးုကိန်းေတွြဖစ်တဲ့ a1, a2, . . . စတဲ့ကိန်းေတွကို လံုေလာက်
သေလာက် သတ်မှတ်ထားဖိုလိုပါတယ်။ ဥပမာ 1, 5, 9, 13, . . . ဆိုတဲ့ကိန်းစ်ေရာ 0, 4, 8, 12, . . . ဆိုတဲ့ကိန်းစ်ေရာက
an = an−1 + 4 ဆိုတဲ့ recurrence relation ကိုေြပလည်ပါတယ်။ a1 ရဲတန်ဖိးုကိုသိသွားမှသာ ဒီ recurrence relation
ကိုသံုး ပီး ကိန်းစ်တစ်ခုလံုးကို အတိအကျ determine လုပ်လိုရပါတယ်။ ဒီေရှဆံးုကိန်းေတွရဲတန်ဖိုးေတွကို initial
condition ေတွလိုေခါ်ပါတယ်။

Quick Exercise 2.6. Let u1, u2, u3, . . . be a sequence defined by u1 = 3 and

un = 2un−1 − 4 for all n ≥ 2.

Find the formula for un.

3 Recursions with Pictures

Recursion ေတွကို ကိန်းစ်ေတနွဲပဲလပု်လိုရတာမဟတု်ပါဘးူ။ ဘာကိဆုိုလိုသလဲသဖိို ဒီပစုာကိုကည့်ကည့်ရေအာင်။

Example 3.7. The map of Townsville is given in the figure 6. Josh wants to go from A to B by only
walking northwards or eastwards.

(a) In how many ways can Josh go?

(b) If Josh is not allowed to go through C and D, in how many ways can he go?

Figure 6: Townsville ရဲေြမပံု

Solution. ေြမပံုရဲ လမ်းဆံုလမ်းခတွစ်ခခုျင်းစမီာှ A ကေနပီးေတာလ့ာိုင်တဲ့ နည်းလမ်းအေရအတွက်ကို ေရးလိကု်ပါ။
ဥပမာအားြဖင့် Figure 7 မှာြပထားသလိုေပါ။့

ေအာက်ဆံုးလမ်းနဲ ဘယ်ဘက်စွန်ဆံုးလမ်းေပါ်ကမဟုတ်တဲ့ လမ်းဆံုတစ်ခု X မှာေရးရမယ့်ကိန်းကို recursively ရှာ
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Figure 7: လမ်းဆံုေတမွာှ A ကေနလာိုင်တဲ့နည်းလမ်းအေရအတကွ်ကို ေရးမယ်

လိုရပါတယ်။ X ရဲဘယ်ဘက် (အေနာက်ဘက်) ကပ်လျက်က လမ်းဆံုကို Y လိုေခါ်ပီး ေအာက်ဘက် (ေတာင်ဘက်)
ကပ်လျက်က လမ်းဆံုကို Z လိုေခါ်ရေအာင်။ ဒါဆိုရင် A ကေန X ကိုလာိငု်တဲ့နည်းေတွကို အမျိးအစားှစ်မျိးခွဲလိုရပါ
တယ်။ Y ကေနတစ်ဆင့်လာတဲန့ည်းေတရွယ်၊ Z ကတစ်ဆင့်လာတဲန့ည်းေတရွယ်ဆိုပးီေတာပ့ါ။ ဒါေကာင့်

number at X = number at Y + number at Z

ြဖစ်ပါတယ် (see figure 8)။

Figure 8: ေရးထားတဲ့ကနိ်းေတရွဲ recurrence

ဒီဆက်သယွ်ချက်ကိုသံးုပးီေတာ့ ရှသိမျှလမ်းဆံတုိုင်းမာှရှိတဲက့နိ်းေတကွို Figure 9 ထဲကအတိငု်း တစ်ဆင့်တစ်ဆင့်ရာှ
လိုရသွားပါပီ။ ပုစာရဲ part (b) သည်လည်း ဒီအတိငု်းပဲတွက်လိုရပါတယ်။ လမ်းဆံု C နဲ လမ်းဆံု D ကို ပံုထဲကေနဖျက်
လိကု်ံပုါပဲ။

□

Example 3.8. Ten people sit around a round table. When a signal is given, some people immediately
stand up. In how many ways can they stand so that no two adjacent people stand next to each other?
(People are considered distinct from each other and so it is not necessary to consider rotations.)

Solution. လူတစ်ေယာက် A ကိုကည့်လိကု်ပါ။ ထနည်းေတွထဲမှာ A ကထိငု်လျက်သားေနတဲ့နည်းေတွနဲ A ကမတ်
တပ်ရပ်တဲ့နည်းေတွဆိုပီး ှစ်မျိးပဲရှိပါတယ်။ A ကထိုင်လျက်သားေနေနတဲ့နည်းအေရအတွက်က ကျန်တဲ့လူ 9 ေယာက်
ကို အတန်းလိကု်စီပးီ ကပ်လျက်ှစ်ေယာက် တူတမူရပ်ေအာင် ထခိငု်းိုင်တဲန့ည်းအေရအတကွ်နဲ အတူတပူါပဲ။ A ကမတ်
တပ်ရပ်ေနတဲ့နည်းအေရအတွက်ကေတာ့ ကျန်တဲ့လူ 7 ေယာက်ကို အတန်းလိကု်စီပီး ကပ်လျက်ှစ်ေယာက် တူတူမရပ်
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Figure 9: Recurrence သံုးပးီအကနု်တကွ်လိုက်လိုရတယ်

ေအာင် ထခိငု်းိုင်တဲန့ည်းအေရအတကွ်နဲ အတူတူပါပဲ (see figure 10)။

Figure 10: Recurrence ကို ပံုနဲြမင်လိုရတယ်

ဒီနည်းေတကွ Example 2.3 မှာတနု်းကေတွခဲ့တဲ့ g9 နဲ g7 ပါပဲ။ ဒါေကာင့် အေြဖက g9 + g7 = 89 + 34 = 123 ြဖစ်
ပါတယ်။ □

ဒီပုစာကေပးတဲ့ recurrence က စက်ဝိငု်းပံုစီတာအတွက်ဆိုတာထက် အများကီးပိုပီး powerful ြဖစ်ပါတယ်။ User
တချိနဲ user အချင်းချင်းက friend or not friend ပဲြဖစ်ေနိငု်တဲ့ social network တစ်ခုကိုစ်းစားကည့်လိကု်ပါ။ User
ေတွကို vertex လိုေခါ်တဲ့ အမှတ်ေလးေတွနဲကိယု်စား ြပ ပီး အချင်းချင်း friend ြဖစ်ေနတဲ့ user ေတွကို edge လိုေခါ်
တဲ့အဆက်အသွယ်ေလးေတွနဲ ချတိ်ပါမယ်။ ရလာတဲ့ vertex ေတွရယ်၊ edge ေတွရယ်ပါတဲ့ပံုကို graph (တစ်ခါတေလ
network) လိုေခါ်ပါတယ်။

ဒီ network မှာ user တချိ ရဲ အစု S (possibly empty) ရှိ တယ် ဆို ပါ စို။ တကယ်လို များ S ထဲက user ေတွ က
အချင်းချင်း friend မဟုတ်ရင်၊ တနည်းအားြဖင့် S ထဲက vertex ေတွကားထဲမှာ ဘာ edge မှမရှိရင် S ကို independent
ြဖစ်တယ်လိုေခါ်ပါတယ်။ ပံု (figure 11) ထဲမှာ network တချိဥပမာြပထားပါတယ်။ အေရာင်ြခယ်ထားတဲ့ user ေတွရဲ
အစုေတကွေတာ့ independent set ေတွအတကွ် ဥပမာေတွြဖစ်ပါတယ်။

ဒါဆိုရင် example 3.8 က figure 11 ထဲကညာဘက်စွန်ဆံုးပံုမှာ independent set ဘယ်ှခုရှိသလဲဆိုတဲ့ ေမးခွန်းနဲ
အတူတူပါပဲ။ ဒီ example ထဲကနည်းအတိငု်းပဲ network တစ်ခုမှာ independent set ဘယ်ှခုပါသလဲဆိုတာကို ရှာလိုရ
ပါတယ်။

User တစ်ေယာက် u ကိုကည့်လိကု်ပါ။ ဒါဆို independent set အေရအတွက်က u ပါဝင်တဲ့ set အေရအတွက်နဲ u
မပါဝင်တဲ့ set အေရအတွက်ေပါင်းလဒ်နဲ အတူတပူါပဲ။ u မပါဝင်တဲ့ set အေရအတွက်က network ထဲကေန u ကိဖုယ်ပးီ
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Figure 11: Network နဲ independent set ဥပမာအချိ

Figure 12: Independent set အေရအတွက် recurrence

ရလာတဲ့ network မှာရှတိဲ့ independent set အေရအတွက်ပါပဲ။ ဒီလိုပဲ u ပါဝင်တဲ့ set အေရအတွက်က network ထဲက
ေန u နဲ u ရဲ friend ေတွကိုဖယ်ပးီရလာတဲ့ network မှာရှိတဲ့ independent set အေရအတွက်ပါပဲ။ ဥပမာအေနနဲ figure
11 ရဲ ဘယ်ဘက်စွန်ဆံးုပံမုာှ independent set ဘယ်ှခရုှိသလဲဆိုတာကို figure 12 ထဲကအတိငု်းတကွ်လိုရပါတယ်။

Figure 13: Recurrence ကိသုံးုပးီ independent set အေရအတွက်ရာှပံဥုပမာ

Example 3.9. Let k ≥ 3 be a positive integer. In how many ways can we paint the vertices of a
regular pentagon so that adjacent vertices receive different colours?

Solution. Vertex ေတွကို A, B, C, D, E လိုနာမည်ေပးလိကု်။ တကယ်လိုများ edge AB မရှိဘူးဆိုပါစို။ ဆိလုို
တာက A နဲ B အေရာင်တူခွင့်ရှိတယ်ဆိုပါစို။ ဒါဆိုရင် မူရင်းပံုက vertex ေတွကို အေရာင်ြခယ်ိငု်တဲ့နည်းသည် edge
AB ကိုဖယ်ထားတဲ့ပံုမှာ vertex ေတွကိုအေရာင် ြခယ်ိငု်တဲ့နည်းအေရအတွက်ထဲက A နဲ B အေရာင်တူတဲ့ ြခယ်နည်း
အေရအတွက်ကို ုတ်ထားတာပဲ။ ဒါေပမယ့် A နဲ B အေရာင်တူတဲ့နည်းအေရအတွက်က vertex A နဲ B ကို ပူးပစ် ပီး
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ထွက်လာတဲ့ပံု (quadrilateral ABCD) ရဲ vertex ေတွကို အေရာင်ြခယ်ိငု်တဲ့ နည်းအေရအတွက်နဲ အတူတူပါပဲ (see
figure 14)။

Figure 14: အေရာင်ြခယ်ပုစာအတကွ် recurrence

Figure 14 ရဲညာဘက်ြခမ်းထဲက ပထမပံုကို အေရာင် ြခယ်ိငု်တဲ့နည်းသည် k(k − 1)4 ပဲ။ ဒုတယိပံုကို ြခယ်ိငု်တဲ့
နည်းကိေုတာ့ ေစာနကလုပ်သလိပုဲ edge တစ်ေကာင်းြဖတ်ပီးဆက်တကွ်သာွးလိုရပါပီ (see figure 15)။

Figure 15: Recurrence ကို အဆင့်ဆင့်သံးုပးီေြဖရငှ်းမယ်

ဒါေကာင့်အေြဖက k(k − 1)4 − (k(k − 1)3 − k(k − 1)(k − 2)) ပဲြဖစ်ပါတယ်။ □

Quick Exercise 3.10. Let n, k ≥ 3 be positive integers. In how many ways can the vertices of
a regular n-gon be coloured using a supply of k colours so that adjacent vertices receive different
colours?

ဒီပုစာကိုလည်း example 3.8 လိုမျိးပဲ network အကီးေတွအတွက် အေရာင်ြခယ်နည်းရှာတဲ့အခါ သံုးလိုရပါတယ်။
Network တစ်ခုရဲ vertex (user) ေတွကို friend အချင်းချင်းအေရာင်မတူေအာင် အေရာင် k ခုနဲ ြခယ်ချင်တယ်ဆိုပါစို
(အေရာင်အကုန်လံးုသံုးစရာမလိုပါ)။ အရင်ဆံုး network ထဲကကိက်ရာ edge တစ်ခု e ကိုကည့်လိကု်ပါ။ ဒီ e ကိုြဖတ်
ချလိကု်ရာကေန ထွက်လာတဲ့ network ကိုအေရာင်ြခယ်ိငု်ေသာနည်းက မူရင်း network ထက်ပိုများပါတယ်။ e ကေန
ဆက်သွယ်ထားတဲ့ user ှစ်ေယာက်က အေရာင်တူလိုရသွားတာကိးု။ ပိုလာတဲ့အေရာင်ြခယ်နည်းအေရအတွက်က e က
ဆက်သွယ်ထားတဲ့ user ှစ်ေယာက်ကို ပူးလိုက်ပီးထကွ်လာတဲ့ network ကိအုေရာင်ြခယ်ိုင်တဲန့ည်းနဲ အတူတူပဲ။ ပံုနဲြပ
ရင် Figure 16 လိမုျိးေပါ။့

Figure 16: အေရာင်ြခယ်နည်းအတွက် recursion

ဒီ recursion က တစ်ဆင့်လုပ်လိကု်တိငု်းလုပ်လိကု်တိငု်း မှာ edge အေရအတွက်ကတစ်ခု ေလျာ့သွားပါတယ်။ ဒါ
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ေကာင့် ဒီ recursion ကိအုဆင့်ဆင့်လပု်ပးီချနိ်မာှ edge အေရအတွက်ေတကွ အရမ်းနည်းသွားမယ်။ Edge အေရအတွက်
အေတာ်ေလးနည်းသွားပီဆိုရင်ေတာ့ အေရာင်ြခယ်နည်းကို လက်နဲရှာလိကု်လိုရပါပီ။ ဘယ်လိုပံုေတွက လက်နဲရှာလို
ရသလဲဆိုရင် ဥပမာအေနနဲ Figure 11 ရဲ အလယ်ကပံုကို အေရာင် ြခယ်ိငု်တဲ့ နည်းလမ်းအေရအတွက်ကိုရှာကည့်ပါ။
အေြဖက k(k− 1)14 ပါ။ In general ေြပာရင်ေတာ့ cycle မပါတဲ့ network ေတွဆိရုင်လယွ်လယွ်ေလးရာှလိုရပါတယ်။ ဒါ
ေကာင့် network တစ်ခုကိုအေရာင်ြခယ်ိငု်တဲ့နည်းကို တွက်ဖိုအတွက် cycle မပါတဲ့ပံုေတွချည်းကျန်တဲ့အထိ recursion
ကို သံုး သံုး ပီး ေလျာ့ သွား ံု ပါ ပဲ။ ဥပမာ အေန နဲ Figure 11 ရဲ ဘယ် ဘက် စွန် ဆံုး ပံု ကို အေရာင် ြခယ် ိငု် တဲ့ နည်း လမ်း
အေရအတွက်ကို Figure 17 အတိငု်းတကွ်ယလူိုရပါတယ်။

Quick Exercise 3.11. Draw your favourite map with not too many regions. In how many ways
can you colour your map using k colours (each colouring may not use all the colours) so that regions
sharing a border receive different colours? Find the smallest possible value of k for which the number
of colourings is non-zero.

ဒီေလာက်ဆိုရင် recursion တစ်ခုြဖစ်ဖိုအတကွ် ကိန်းစ်ြဖစ်စရာမလိုဘးူဆိုတာကို ကွက်ကကွ်ကငွ်းကငွ်းြမင်ေလာက်
ပီထင်ပါတယ်။ အေရးကီးတာသည် ဒီ recursion ကိုထပ်ခါထပ်ခါသံုးသွား ပီးတဲ့အခါမှာ လက်နဲရှာလိကု်လိုရတဲ့ ပုစာ
အေသးေလးေတွ ြဖစ်သွားဖိုပါပဲ။ ဒါေကာင့် recurrence relation တစ်ခု ြဖစ်ဖိုအတွက် “တစ်ခုခ”ု ကိုေသးသွားေအာင်
လုပ်ိငု်ရင်ရပါပီ။ ဥပမာ independent set ရှာတဲ့ relation ဆိုရင် recurrence တစ်ခါသံုးပီးတိငု်းသံုးပီးတိငု်းမှာ vertex
အေရအတွက်ကေလျာသ့ာွးပါတယ်။ အေရာင်ြခယ်တဲ့ recurrence မှာဆိုရင် edge အေရအတွက်ကေလျာသ့ာွးပါတယ်။

4 Recursive Algorithms

Recursion ဆိုတာက အေရအတွက်ေရတဲ့ေနရာမှာတင်သံုးတာမဟုတ်ပါဘူး။ ပုစာ ကီးတစ်ခုကို ပံုစံတူပုစာငယ်ေလး
အြဖစ် ခွဲချလိုရတိငု်းမှာ အသံုးြပလိုရပါတယ်။ ဘာကိုဆိုလိုသလဲသိရေအာင် ပုစာေလးနဲ ကည့်ကည့်ရေအာင်။ အေြဖမ
ကည့်ခင်မာှ n = 1, 2, 3, 4 ေလာက်အတွက်ကို လက်နဲချစမ်းကည့်ေစချင်ပါတယ်။

Example 4.12. In the game Hanoi Tower, you are given three pegs, and n discs of increasing sizes
are stacked through one of the pegs. Sizes of the discs decrease from top to bottom as in figure 18.
In a move, you may take a disc from the top of a peg place it on a peg as long as you are not stacking
a larger disc on top of a smaller one. You want to move all the discs to a peg that is different from
the starting one. What is the minimum number of moves needed to do this?

Figure 17: Hanoi Tower ဂိမ်း

Solution. အေြဖကို an လိုထားလိကု်ပါ။ အဝိငု်းြပား n ≥ 2 ခုစလံုးကို တတိယတိငု်ကိုေရွချင်တယ်ဆိုပါစို။ ဒါဆိုရင်

10



Figure 18: Recursion သံုးပးီတကွ်ပံု ဥပမာ
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အကီးဆံုးအဝိငု်းြပားကို တတိယတိငု်ဆီ ေရွိငု်ဖိုလိုတယ်။ ဒါကိုလုပ်ဖိုအတွက် အကီးဆံုးအဝိငု်းြပားေပါ်က အဝိငု်းြပား
n − 1 ခုကို ဒုတယိတိငု်ေပါ်ကို အရင်ေရွကိုေရွထားရလိမ့်မယ်။ ဒါေကာင့် အဝိငု်းြပား n ခုစလံုးကိုတတိယတိငု်ကိုေရွဖို
အတွက်ဆိုရင် ေအာက်ပါအဆင့်သံုးဆင့်စလံးုကို မလုပ်မြဖစ်လပု်ရလမိ့်မယ် (see figure 19)။

• အဆင့် (1)။ အငယ်ဆံုးအဝိုင်းြပား n− 1 ခုကို ပထမတိငု်ကေန ဒုတယိတိုင်ကိုေရွပါ။

• အဆင့် (2)။ အကီးဆံးုအဝိုင်းြပားကို တတိယတိုင်ကိုေရွပါ။

• အဆင့် (3)။ အငယ်ဆံုးအဝိုင်းြပား n− 1 ခကုို ဒုတိယတိုင်ကေန တတိယတိငု်ေပါ်ကိုေရွပါ။

Figure 19: Hanoi Tower ကိုေြဖရငှ်းဖို အဆင့်သံးုခု

အဆင့် (1) နဲ (3) ကိုလုပ်ဖို move အေရအတွက် an−1 စီလိုမယ်။ အဆင့် (2) က move တစ်ခုလိုတယ်။ ဒါေကာင့်
n ≥ 2 အားလံးုအတွက်

an = 2an−1 + 1

ြဖစ်ရမှာေပါ။့ Initial condition က a1 = 1 ြဖစ်တဲ့အတွက် an ကိုရှာလိုရပါပီ။ ေြပာင်းြပန် substitute ပီးတွက်လိကု်လို
ရပါတယ် (ကိယု်တိုင်စမ်းကည့်ပါ)။ ဒါေပမယ့် ပိသုက်သာတဲန့ည်းကေတာ့ recurrence ရဲ ှစ်ဖက်စလံးုကို 1 ေပါင်းပီး

an + 1 = 2(an−1 + 1)

ြဖစ်ေကာင်းြမင်ဖိုပါပဲ။ ဒါေကာင့် a1 + 1, a2 + 1, a3 + 1, . . . ဆိုတဲ့ကိန်းစ်က first term 2 နဲ common ratio 2 ရှိတဲ့
geometric progression ပဲ။ ဒါေကာင့် an + 1 = 2n ြဖစ်လို an = 2n − 1 ေပါ။့ □

Example 4.13. There are sixteen sheep with distinct weights, and you have a sheep-scale. You can
put two sheep on the sheep-scale at a time, and the sheep-scale tells you which sheep is heavier. We
would like to arrange the sheep in increasing order by weights. Can we do this by using the sheep-scale
less than 50 times?

Solution. သိးု 2n ေကာင်ကို ငယ်စ်ကီးလိုက်စီဖိုအတွက် ချနိ်ခငွ်ကိုသံုးရမယ့် အကိမ်အေရအတွက်ကို an လိုထား
လိကု်မယ်။ ဒါဆိုရင် a1 = 1 ေပါ။့ an နဲ an−1 ကားကဆက်သွယ်ချက်ကို ကည့် ကည့်ရေအာင်။ သိးု 2n ေကာင်ရှိတယ်
ဆိုပါစို။ ဒီသိးုေတွကို 2n−1 ေကာင်ပါအုပ်စုှစ်ခု A နဲ B ဆိုပီးခွဲလိကု်မယ်။ အုပ်စုတစ်ခုစီထဲကသိးုေတွကို ချနိ်ခငွ် an−1

ခါစီသံုးပီးေတာ့ ငယ်စ်ကီးလိုက်စီလိကု်လိုရတယ်။ ဒါဆိုရင် ငယ်စ်ကီးလိုက်စီထားတဲ့ အုပ်စု A နဲ ငယ်စ်ကီးလိုက်စီ
ထားတဲ့ အုပ်စု B စှ်ခုကို ဘယ်လိုေပါင်းစပ်မလဲဆိုတာကိုပဲ ဆက်စ်းစားရေတာ့မယ်။ သိုးအားလံုးထဲက အေပါဆ့ံးုသိးုကို
ချနိ်ခငွ်တစ်ခါပဲသံးုပးီရာှလိုရပါတယ် (ဘယ်လိလုဲ)။ အေပါဆ့ံးုသိုးကိုသသိာွးရင် ချနိ်ခငွ်ကိုေနာက်တစ်ခါထပ်သံးုပးီ ဒုတယိ
အေပါဆ့ံးုသိးုကို ဆက်ရှာလိုရပါတယ် (ဘယ်လိုလဲ)။ ဒီတိငု်းပဲဆက်သွားရင် ချနိ်ခငွ်ကိုတစ်ခါစီသံုးပီး လက်ကျန်သိးုေတွ
ထဲကအေပါဆ့ံးုသိးုေတွကို ဆက်ဆက်ရှာသွားလိုရပါတယ်။ ဒါေကာင့် ချနိ်ခငွ်ကို 2n − 1 ကိမ်သံုးပီးရင် သိးုအားလံုးကို

12



ငယ်စ်ကီးလိုက်စီပးီသားြဖစ်သာွးမာှေပါ။့ ဒါေကာင့် n ≥ 2 အားလံုးအတကွ်

an ≤ 2an−1 + 2n − 1

ြဖစ်တာကိုေတွရပါမယ်။ ဒီေနရာမှာ = မဟုတ်ဘဲ ≤ ြဖစ်ေနတဲ့အေကာင်းရင်းကေတာ့ အခုတွက်လိကု်တာက ေြပာ
ေနတာသည် “ချနိ်ခငွ်ကို 2an−1 + 2n − 1 ခါသံုး ပီး ငယ်စ်ကီးလိုက်စီလိုရတယ်” ဆိုတာကိုေြပာေနတာပါ။ အကိမ်
အေရအတွက် အငယ်ဆံုးဟုတ်မဟုတ်မေသချာပါဘူး။ ဒါေပမယ့် an ဆိုတာကကျေတာ့ ချနိ်ခငွ်ကိုသံုးရမယ့် အငယ်
ဆံုးအကိမ်အေရအတွက်ပါ။ ဒါေကာင့် ≤ လိုပဲေြပာိငု်တာြဖစ်ပါတယ်။ ဒါေပမယ့်ဒီေလာက်ရပီဆိုရင် ပုစာကေမးတဲ့
ေမးခွန်းကိုေြဖလိုရပါပ။ီ

a4 ≤ 2a3 + 15 ≤ 2(a2 + 7) + 15 ≤ 2(2(a1 + 3) + 7) + 15 = 49

ဒါေကာင့် ချနိ်ခငွ်ကို 49 ခါပဲသံုးပးီ သိးု 16 ေကာင်ကိငုယ်စ်ကးီလိုက်စလီိုရပါတယ်။ □

Remark. “ိင်းယှ် ြခင်းကိုပဲသံုး ပီးေတာ့ ေပးထားတဲ့ကိန်းေတွကို ငယ်စ်ကီးလိုက်ဘယ်လိုစီမလဲ” ဆိုတာ
က computer science မှာသိပ်ကိုအေရးကီးတဲ့ ေမးခွန်းတစ်ခုပါ။ ဒီပုစာမှာသံုးသွားတဲ့ ငယ်စ်ကီးလိုက်စီနည်း
ကို merge sort လိုေခါ်ပါတယ်။ In general ေြပာရရင် သိးုအေရအတွက် N ေကာင်ရှိရင် ဒီနည်းကိုသံုးပီးေတာ့
ချနိ်ခငွ်ကို 2N log2(N) + 1 ထက်ပိမုသံးုဘဲ ငယ်စ်ကီးလိုက်စလီိုရပါတယ်။

ဒီ section ကပုစာေတွက အေရှ section ှစ်ခုနဲယှ်ရင် သိသိသာသာပိုခက်တာကို ေတွရမှာပါ။ အေကာင်းရင်း
ကေတာ့ ေရှ section ေတွကပုစာေတွက ေပးထားတဲ့အရာဝတ္ထတစ်ခုကို ေလ့လာရတဲ့ပုစာမျိးြဖစ်ပီး ဒီ section ကပုစာ
ေတွကကျေတာ့ လိခုျင်တာတစ်ခုကို ဘယ်လိုတည်ေဆာက်ရမလဲဆိုတာ ကိယု်တိုင်စ်းစားရလိုြဖစ်မယ်လို ထင်ပါတယ်။
လုပ်လိုရတာေတွပိုများေနေတာ့ ပုစာကလည်းပိုခက်သွားတာေပါ။့ ဘယ်လိုပဲြဖစ်ြဖစ် recursion ဆိုတဲ့အိုင်ဒီယာတစ်ခုလံုး
က ပုစာအကးီကးီကို ပံုစံတူပစုာငယ်ေလးေတြွဖစ်ေအာင် ေြပာင်းဖိုကိးစားတာပါပဲ။

5 Exercises

ဒီ exercise အားလံုးမှာ ဘာမှထူးေထွေြပာမထားဘူးဆိုရင် n သည် အမဲတေစ positive integer တစ်ခုြဖစ်ပါတယ်။ ∗ နဲ
ြပထားတဲ့ပစုာေတကွ ပိုခက်ပါတယ်။

1. Find the formula for an in each of the following recurrence relations:

(a) a1 = 1, an = an−1 − 3 for all n ≥ 2,

(b) a1 = 3, an = 1
2an−1 for all n ≥ 2,

(c) a1 = 2, an = an−1 + 2n− 1 for all n ≥ 2,

(d) a1 = 0, an = 3an−1 + 1 for all n ≥ 2,

(e) a1 = 0, a2 = 1, an = 2an−1 − an−2 + 1 for all n ≥ 3.

2. Find the number of ways to tile a 2× 10 rectangle using identical 1× 2 and identical 2× 1 rectangles.
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3. Jumpy wants to walk up a flight of 6 stairs. In each step, he can climb either 1, 2 or 3 stairs. In how
many different ways can he climb the flight of stairs?

4. Norman wishes to buy a can of soda costing 75 cents from a vending machine. He has an unlimited
supply of identical nikels (worth 5 cents each) and dimes (worth 10 cents each). In how many different
orders can he insert coins into the machine to pay for his soda?

5. How many paths are there from the hexagon A to hexagon B in the diagram below, if each step of a
path must be to a hexagon immediately adjacent on the right?

6. Paula works for a valet parking company. Each of our customers drives either a Cadillac, a Continental,
or a Porsche. Paula’s boss told her that she have to reserve spaces in the parking lot and mark them
as being for a Cadillac, a Continential, or a Porsche. Cadillacs and Continentials each take 2 spaces
while Porsches only require 1. If the parking lot has 12 spaces, in how many ways can Paula allocate
the spaces?

7. If we draw n pairs of parallel lines in the plane, what is the largest number of different regions can
we create?

8. Call a set of integers spacy if it contains no more than one out of any three consecutive integers. How
many subsets of {1, 2, 3, . . . , 12} are spacy?

9. Let an be the number of n-digit numbers that uses the digits 1, 2 and 3 only so that 11 does not appear
at any part of the number. Find the initial conditions and the recurrence relation for an.

10. A 2× n rectangle is to be paved with 1× 2 identical blocks and 2× 2 identical blocks. Let an denote
the number of pavings. Find the initial conditions and the recurrence relation for an.
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∗ 11. Throughout the first semester, each of the n students are assigned a unique book to read. When the
second semester starts, these books are shuffled among the students so that no one gets the book
they read in the first semester. Let Dn be the number of such shufflings. Prove that

Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2).

∗ 12. What is the sum of the greatest odd divisors of the integers 1, 2, 3, . . . , 2n?

13. In the figure, find the number of paths from vertex A to B that follows the arrows.

14. Find the number of ways to paint 4 vertices of a regular 10-gon so that no two coloured vertices are
adjacent.

15. In how many ways can each cell of a 3 × 3 grid be coloured with red, blue or yellow so that no two
adjacent cells have the same colour? Here, two cells are considered adjacent if they share an edge.

16. In a graph (network), a matching is a (possibly empty) set of edges no two of which shares a vertex.
The figure shows an example of a matching (orange edges). How many matchings are there in the
graph shown in the figure?

17. In a social network, a clique is a (possibly empty) set of users any two of which are friends with each
other. Find the number of cliques in the following social network where the vertices represent users
and edges represent friendships between the users.

∗ 18. Suppose we are given 1000 lamps and 1000 switches with each connected to one lamp and each lamp
to one switch, but we do not know which lamp corresponds to which switch. Initially, all lamps are
off. One operation consists of the following:
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• We first specify an arbitrary set of switches, and all of them will be switched from off to on
simultaneously.

• We will then see which lamps come on, then switch all the lamps off.

Show that we can determine which switch corresponds to which lamp within 10 operations.

∗ 19. Consider a 2n × 2n chessboard. Show that this chessboard can be fully tiled with the L-shaped tiles
as shown below (for n = 3).

∗∗ 20. Prove that it is possible to place 3 · 2n points on the plane so that at least 3 · 2n−1 · (n+2) unordered
pairs among them are distance 1 apart.

∗∗ 21. Let S be a set with 2024 elements, and let N be an integer with 0 ≤ N ≤ 22024. Prove that it is
possible to colour every subset of S either black or white so that the following conditions hold:

• the union of any two white subsets is white,

• the union of any two black subsets is black,

• there are exactly N white subsets.

∗∗ 22. Show that there exists a subset A of {1, 2, 3, . . . , 3n} of size 2n such that A does not contain a non-
trivial arithmetic progression (that is, if x, y, z ∈ A are distinct, then z − y ̸= y − x).
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