
လမ်းေလျာက်ထွက်ချဲလင့် 

 

 

ပေဟဠ ိ(1) 

 

 ေအာက်မှာေပးထားတ့ဲပံုကိ ု စာရƮက်တစ်ခုေပမှာ ေဘာပင်နဲဆွဲရမှာပါ။ ကန်သတ်ချက်အေနနဲ မျ်းေတွကိ ု

ှစ်ကိမ်ြပန်ထပ်မဆွဲရပါဘူး။ ပီးေတာ့ ေဘာပင်ကို စာရƮက်ေပကေန တစ်ေခါက်ပဲကွခွင့်ရှိပါတယ်။ စာရƮက်ကို 

ေခါက်တာလိုမျိး လူလည်မကျဘဲနဲ ရေအာင်ဆွဲကည့်ပါ။ အေြဖရှိပါတယ်။ 

 

 

 

 

 

 

 

ပေဟဠ ိ(2) 

 

 Jack ဆုိတ့ဲလူတစ်ေယာက်ေနတ့ဲ မိကေလးဟာ ြမစ်ဆုံြမစ်ခွတစ်ခုကုိ ြဖတ်လျက်တည်ထားပီး 

ြမစ်လယ်ကန်းတစ်ခ ု ပါဝင်ပါတယ်။ မိေလးရဲေြမပုံကိုေတာ့ ပံုမှာေပးထားပါတယ်။ မိရဲကုန်းေြမအစိတ်အပုိင်းေတွကုိ 

တံတားစုစုေပါင်း 7 စင်းနဲချတ်ိဆက်ထားပါတယ်။ Jack ရဲေနအိမ်ကေတာ့ တံတားငါးစင်းဆံုရာ ြမစ်လယ်ကန်းေလးေပမှာပါ။ 

နံနက်ခင်းတစ်ခုမှာ Jack ဟာလမ်းထွက်ေလျာက်ဖိုြပင်ဆင်ေနရင်းနဲ ကိုယ့်ကုိယ်ကိ ု ချဲလင့်လုပ်ဖုိ အုိင်ဒီယာတစ်ခ ု

ရလုိက်ပါတယ်။ မိရဲတံတားေတွအားလံုးကိ ု အတိအကျတစ်ကိမ်စီပဲ ြဖတ်ပီးေတာ့ အဆံုးမှာသူအိမ်သူြပန်ေရာက်ေအာင် 

မိပတ်လမ်းေလျာက်မယ့ ် challenge ပါ။ ဒါေကာင့် တံတားတုိင်းကိုြဖတ်ရမှာြဖစ်သလုိ တံတားတစ်ခုကိုတစ်ကိမ်ထက် 

ပိုြဖတ်ခွင့်မရှိပါဘူး။ Jack က challenge ကုိမရမကေအာင်ိုင်ေအာင်လုပ်ိုင်ခဲ့ပါတယ်။ ဒါေပမယ့ ် သူလူလည်ကျခ့ဲရတယ်။ 

တံတားတချိကုိှစ်ကိမ်မြဖတ်ချင်လို ေလှစီးလိုက်တယ်တ့ဲေလ။ ကဲ… စာဖတ်သူအေနနဲ Jack ရဲ challenge ကုိေလှမစီးဘဲ၊ 

မိြပင်မထွက်ဘဲ ေအာင်ြမင်ေအာင်လုပ်ိုင်သလား။ ေလှစီးကုိစီးရမယ်ဆိုရင်ေရာ အနည်းဆုံးဘယ်ှကိမ်စီးရမလဲ။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ပံ ု1 - လက်မကွစတမ်းချဲလင့ ်

ပုံ 2 - လမး်ေလျာက်ထွက်ချဲလင့ ်



 

 

 

ေနɜက်ကယွက် သချာ 

Eulerian circuit နဲ trail များ 

 

 

 ပေဟဠ ိ (2) ဟာ 18 ရာစုတုန်းက တကယ့်အြပင်မှာရှိခ့ဲတဲ့ ပေဟဠိပုစǠာြဖစ်ပါတယ်။ ပေဟဠိထဲက 

မိေလးကေတာ့ ပရပ်ရှားိုင်ငံ (အခုေတာ့ ုရှားရဲ အစိတ်အပိုင်း) ရဲ Konigsberg မိြဖစ်ပါတယ်။ ဒီပုစǠာကို ေဒသခံေတွက 

ေြဖရှင်းဖုိ အကိမ်ကိမ်ကိးစားခဲ့ကေပမယ့် မေအာင်ြမင်ခဲ့ကပါဘူး။ ေရထဲက ေန ြဖတ်ကူးပီးြဖစ်ေစ၊ မိအြပင်ထွက်ပီးေတာ့ 

ြဖစ်ေစ လူလည်ကျတ့ဲသူေတွကလွဲရင်ေပါ။့ လူလည်မကျတ့ဲအေြဖရှိမရှိဆိုတဲ့အချက်ကိ ု အဲ့ဒီေခတ်ရဲ သမ်းသမ်းေတာက် 

သချာပညာရှင ်Leonhard Euler (လီယွန်ဟတ် အိွင်လာ) က ေြဖရှင်းေပးိုင်ခဲ့ပါတယ်။ အေြဖကေတာ့ အားလံုးထင်ထားတဲ့ 

အတိုင်း တကယ်မရှိတာပါ။ အေြဖမရှိရတဲ ့အေကာင်းရင်းကိ ုရှင်းရှငး်လငး်လင်းေဖာ်ထုတ်ေပးိုင်ခဲ့တ့ဲ Euler ရဲ စာတမ်းဟာ 

သချာေလာကထဲက graph theory ဆုိတဲန့ယ်ပယ်ရဲ အစြဖစ်ခဲ့ပါတယ်။ Euler ရဲအေြဖကိုကည့်ရေအာင်။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ပထမဆံုးသတိထားမိရမှာက ကုန်းေြမတစ်ခုချင်းစီေပမာှ လမ်းဘယ်လိုေလျာကသ်လဲဆုိတာကို ဂုစိုက်စရာ 

မလုိပါဘူး။ အေရးကီးတာသည ်ဘယ်တံတားပီးရင ်ဘယ်တံတားကိုြဖတ်မှာလဲဆိုတ့ဲ တံတားေတွရဲ အစီအစ်ပဲြဖစ်ပါတယ်။ 

Euler ဟာ မလိုတာေတွကို ြမင်ကွင်းကရှငး်သွားေအာငလ်ို ကုန်းေြမေလးခုကိ ု အစက်ေလးစက်အြဖစ်လည်းေကာင်း၊ 

ကုန်းေြမေတွကားက တံတားေတွကို သက်ဆိုင်ရာအစက်ေတွကိုဆက်ထားတ့ဲ မျ်းေကာင်းေတွအြဖစ်လည်းေကာင်း 

ပံုေဖာ်လိုက်ပါတယ်။ ဒအီခါ ပံ ု3 ရဲ ညာဘက်ပံုထဲကအတိုင်း သချာပစည်းတစ်ခုရလာပါတယ်။ 

 

 ဒီလုိမျိး အစက်ေတွရယ်၊ အစက်ေတွကားမာှဆက်ထားတ့ဲ ဆက်သွယ်မြပမျ်းေတွရယ်သာပါတဲ့ ပံုကိ ု graph 

လိုေခပါတယ ် (Coordinate ြပင်ညီေပမှာဆွဲတ့ဲ ဖန်ရှင်ေတွရဲ graph နဲလားလားမမဆိုင်ပါ)။ အစက်ေတွကိ ု vertex 

ပံ ု3 – Euler ရဲ ရှငး်လင်းတဲအ့ြမင ်



(အများကိန်း vertices) နဲ ဆက်သွယ်မြပမျ်းေတွကုိ edge (အများကိန်း edges) လိုေခပါတယ်။ Vertex တစ်ခုကေနပီး edge 

တစ်ေကာင်းကိုတစ်ကိမ်ထက်ပိုမြဖတ်ဘဲနဲ စခဲ့တဲ ့ vertex ဆီကုိြပန်ေရာက်ေစတ့ဲ လမ်းေကာင်းေတွကို ပတ်လမ်း (circuit) 

လိုေခပါတယ်။ ပတ်လမ်းထဲမှာ edge အကုန်ပါစရာမလိုပါ၊ ှစ်ကိမ်ြပန်မြဖတ်ရင်ရပါပီ။ 

 

 ဒါဆုိရင် လမ်းေလျာက်ထွက်တ့ဲချဲလင့်ကိ ု graph ဘာသာစကားနဲ ြပန်ေြပာကည့်လုိရင ် - “ေပးထားတ့ဲ graph မှာ 

edge အားလံုးပါဝင်ေနတ့ဲ ပတ်လမ်းရှိသလား၊ မရိှဘူးလား” ဆိုပီးြဖစ်သွားပါတယ်။ Jack ရဲအိမ်က ဘယ်ကန်းမှာရှိရှိ 

ေမးခွန်းရဲအေြဖက ေြပာင်းမှာမဟုတ်ပါဘူး။ ဘာေကာင့်လဲေတာ့ ကိုယ့်ဘာသာစ်းစားကည့်ပါ။ 

 ချဲလင့်မှာအေြဖမရိှေကာင်းက ပတ်လမ်းေတွနဲပက်သက်တ့ဲ အရမ်းြမင်သာတ့ဲအချက်ကေလးတစ်ခုအေပမှာ 

မှီတည်ေနပါတယ်။ ပံ ု 4 က graph တစ်ခုေပမှာရှိေနတဲ ့ပတ်လမ်းတစ်ခုရဲပုံြဖစ်ပါတယ်။ ပတ်လမ်းထဲမပါတ့ဲ edge ေတွကို 

dotted segment ေတွနဲြပထားပါတယ်။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ဒီပုံေလးကိုကည့်ပီး စိတ်ကူးယ်ကည့်ပါ။ အ့ဲပတ်လမ်းအတုိင်း ေခွးတစ်ေကာင်က လမ်းပတ်ေလျာက်ေနတယ်။ 

စာဖတ်သူက ပတ်လမ်းထကဲ vertex တစ်ခုေပမှာထိုင်ပီး အ့ဲဒီေခွးကိ ုလိုက်ကည့်ေနတယ်။ ဒါဆုိရင်စာဖတ်သူဘာြမင်ရမလဲ။ 

ေခွးက စာဖတ်သူထုိင်ေနတဲ့ vertex ထဲဝင်လာမယ်၊ ပီးရင်ြပန်ထွက်သွားမယ်၊ ပီးေတာ့ြပန်ဝင်လာမယ်၊ 

ပီးရင်ြပန်ထွက်သွားမယ်… ဒီအတုိင်းေတာက်ေလျာက်ပတ်ေနမှာပါ။ ဒါေကာင့် စာဖတ်သူထိုင်ေနတ့ဲ vertex ကုိလာချတ်ိတ့ဲ 

edge ေတွထဲကေနမှ ပတ်လမ်းထဲက edge ေတွကုိ “ဝင်လာတဲ ့ edge” ေတွနဲ “ထွက်သွားတဲ ့ edge” ေတွဆိုပီး 

အေရအတွက်တူညီတ့ဲ အပုံှစ်ပုံအြဖစ်ပံုလုိက်လိုရပါမယ်။ တစ်နည်းအားြဖင့် အ့ဲဒီ edge အေရအတွက်ဟာ စံုကိန်းြဖစ်ပါတယ်။ 

ဒါဆုိရင် ေအာက်ပါသီအုိရမ်ကိ ုရပါပီ။ 

 

ပတ်လမ်းတစ်ခုေပရှ ိမည်သည့် vertex အတွက်မဆိ ုယင်း vertex ှင့်လာေရာက်ချတ်ိဆက်သည့် 

ပတ်လမ်းေပရှ ိedge အေရအတွက်သည် စံုကိန်းြဖစ်သည်။ 

 

ပံ ု4 – Graph တစ်ခုေပက ပတ်လမ်းတစ်ခ ု



ဒါဆုိရင် ချဲလင့်ဘာလိုမြဖစ်ိုင်လ ဲြမင်သာသွားပါပီ။ အကယ်၍ ေအာက်ပါ graph (ပုံ 5) ထဲမှာ edge အားလုံးပါဝင်တ့ဲ circuit 

ရှိခ့ဲေသာ် graph ရဲမည်သည့် vertex အတွက်မဆုိ ယင်း vertex ကုိလာချတ်ိတ့ဲ edge အေရအတွက်သည ်စံုကိန်းြဖစ်ရမှာ။ 

အခုက အကုန်လုံးစံုြဖစ်ဖိုေနေနသာသာ အကုန်လံုးက မကိန်းေတွချည်းြဖစ်ေနတာဆိုေတာ့ ေဝလာေဝးေပါ။့ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ဒါေကာင့် ချဲလင့်ကုိ ေြဖရှင်းဖိုြဖစ်ိုင်ေအာင် တချိကန်းေတွကုိ ေလှနဲြဖတ်ကူးရမယ်။ ေလှနဲြဖတ်ကူးမယ့ ်ကန်းှစ်ကန်းကို 

လည်းပဲ edge တစ်ေကာင်းနဲဆက်ပါမယ်။ ထွက်လာတ့ဲ graph မှာ vertex တုိင်းကိ ု edge အေရအတွက် စံုဂဏန်း 

လာချတ်ိေအာင်လုပ်ိုင်ေတာ့မှ ေြဖရှင်းုိင်ဖိုအတွက ် ေမာ်လင့်ချက်ရိှမှာပါ။ ဒါေကာင့် ေလှနဲြဖတ်ကူးတ့ဲအခါ 

အနည်းဆုံးှစ်ကိမ်ေတာ့ ကူးကိုကူးရမှာပါ။ ေအာက်ကပံုမှာေတာ့ ေလှနဲကူးမယ့ ် edge ေတွကို dashed segment ေတွနဲ 

ပံုေဖာ်ထားပါတယ်။ ရလာတ့ဲပုံအသစ်မှာ edge အားလုံးပါဝင်တဲ ့ပတ်လမ်းရှာကည့်ပါ။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ပံုအသစ်မှာေတာ့ edge အားလံုးပါဝင်တဲ့ပတ်လမ်း တကယ်ရှိေနတာမိုလို ပေဟဠိ (2) ရဲအေြဖဟာ 2 ြဖစ်ပါတယ်။ ဒီပေဟဠိကို 

ေြဖရှင်းရင်းကေနပီး edge အားလံုးပါဝင်တ့ဲ ပတ်လမ်းမရိှတဲ ့ graph အချိကိုစစ်ေဆးိုင်တ့ဲ နည်းလမ်းတစ်ခုကုိ 

ရရိှသွားပါတယ်။ Vertex တစ်ခုကုိ လာချတ်ိဆက်တ့ဲ edge အေရအတွက်ကိ ုအ့ဲဒီ vertex ရဲ degree လိုေခပါမယ်။ ဒါဆုိရင် 

 

Graph တစ်ခုမှာ edge အားလံုးပါဝင်တ့ဲ ပတ်လမ်းရိှရင် vertex တုိင်းရဲ degree ဟာစံုကိန်းြဖစ်တယ် 

ပံ ု5 – လမ်းေလျာက်ထွက်ချဲလင့်မှ ရလာသည့် graph 

ပံ ု6 – ေလှနဲှစ်ကိမ်ကူးမှ အေြဖရဖိုေမာ်လင့်ချက်ရိှမယ ်



 

ဆိုတ့ဲသီအုိရမ်ကို ရရှိပါပီ။ Euler ကတကယ့် ɟာဏ်ကီးရှင်ပါ။ အေပကသီအိုရမ်ဟာ degree အားလံုးစံုမဟုတ်ရင် edge 

အားလံုးပါတ့ဲပတ်လမ်း မရှိဘူးလိုပဲေြပာတာပါ။ Degree အားလုံးစုံြဖစ်ေနရင် ဘာြဖစ်မယ်ဆိုတာ မေြပာထားပါဘူး။ Euler ဟာ 

ဒီသီအိုရမ်ရဲ converse version ကိုပါ သက်ေသြပခ့ဲတာပါ။ Converse version မေြပာခင ် graph ဆိုင်ရာ vocabulary 

ေလးတစ်လံုး မိတ်ဆက်ပါဦးမယ်။ အကယ်၍ graph ထဲရှ ိမည်သည့် vertex ှစ်ခုအတွက်မဆို ယင်း vertex တစ်ခုမှ တစ်ခုသုိ 

သွားိုင်ေသာလမ်းေကာင်းရှိလ ယင်း graph ကို တစ်ဆက်တည်းရှိသည် (connected ြဖစ်သည)် လိုေခပါမယ်။ ပံ ု4 ထဲက 

ေအာက်ခ ံgraph ဟာ connected ြဖစ်ပီး ေအာက်ပါပံု 7 ထဲက graph ကေတာ့ connected မြဖစ်ပါ။ ဒီေလာက်ဆုိ Euler ရဲ 

သီအိုရမ်ကို အြပည့်အစံုေဖာ်ြပလုိရပါပီ။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Theorem. A graph has a circuit containing all edges if and only if it is connected and every vertex has even 

degree. 

 

 

 Edge အားလံုးပါတ့ဲပတ်လမ်းရှိရင် vertex အားလုံးမှာ degree စံုကိန်းရှိတယ် ဆိုတာကိုအေပမှာေြပာခဲ ့ ပီးပါပီ။ 

ဒီလုိပဲ connected လည်းြဖစ်မယ်ဆိုတာ ြမင်သာပါတယ်။ အြပန်အလှန်ရဲသက်ေသြပချက်ကိုေတာ့ ဒီစာအုပ်ထဲမှာ 

မေရးေတာ့ပါဘူး။  

 

 ဒီချဲလင့်မှာ Jack ကအဆံုးမှာ သူအိမ်သူြပန်ေရာက်ဖိုမလိုဘူးဆိုရင ်ေမးခွန်းကနည်းနည်းေြပာင်းသွားပါတယ်။ Graph 

တစ်ခုေပမှာရှိတ့ဲ vertex တစ်ခုမှ အြခား vertex တစ်ခုသုိသွားတ့ဲအခါ edge ေတွကိုတစ်ကိမ်ထက်ပုိမြဖတ်ရင် 

အ့ဲဒီသွားတ့ဲလမ်းေကာင်းကုိ ေလျာက်လမ်း (trail) လိုေခပါတယ်။ ဒီေတာ့ စမှတ်နဲ ဆံုးမှတ်တူတဲ့ ေလျာက်လမ်းေတွဟာ 

ပတ်လမ်းေတွပဲေပါ။့ ေြပာင်းသွားတ့ဲေမးခွန်းကို graph ဘာသာစကားနဲြပန်ေရးရင ် “ေပးထားတဲ ့ graph မှာ edge အားလံုး 

ပါဝင်ေနတ့ဲ ေလျာက်လမ်းရှိသလား” လိုြဖစ်သွားပါတယ်။ 

 

 ပတ်လမ်းေတွထဲမှာ degree အားလံုးစံုကိန်းြဖစ်သလိုမျိး ေလျာက်လမ်းေတွမှာလည်း အလားတူမှန်ကန်ချက် 

ထုတ်လိုရပါတယ်။ ဘာေကာင့်မှန်သလဲကေတာ့ ကုိယ့်ဘာသာစ်းစားဖိုပါ။ 

ပံ ု7 – Connected မြဖစ်တဲ ့graph 



 

ေလျာက်လမ်းတစ်ခုေပရှ ိစမှတ်ှင့် ဆုံးမတှ်မှလဲွ၍ ကျန်ေသာ မည်သည့ ်vertex ၌မဆို 

ယင်း vertex ှင့်လာေရာက်ချတိ်ဆက်ေသာ ေလျာက်လမ်းေပရှိ edge အေရအတွက်သည ်စံုကိန်းြဖစ်သည်။ 

စမှတ်ှင့ ်ဆံုးမှတ်မတူလင ်ယင်းအမှတ်များသုိလာချတိ်ေသာ 

ေလျာက်လမ်းေပရှိ edge အေရအတွက်သည ်မကိန်းြဖစ်သည်။ 

 

ဒီအချက်ကေနပီး Euler ရဲ theorem ကိ ု ေလျာကလ်မ်း version အြဖစ်ေြပာင်းေရးလိုရပါတယ်။ သက်ေသြပချက်ကိုေတာ့ 

ေရှကမှန်ရင ်ေနɜက်ကမှန်တယ်ဆိုတ့ဲအချက်ကို ကိုယ့်ဘာသာစ်းစားကည့်ဖုိ တိုက်တွန်းချငပ်ါတယ်။ 

 

 

Theorem. A graph has a trail containing all edges if and only if it is connected and every vertex has even 

degree except possibly for two vertices. 


