
လမ်းေလျာက်ထွက်ချဲလင့် 

 

 

ပေဟဠ ိ(1) 

 

 ေအာက်မှာေပးထားတ့ဲပံုကိ ု စာရƮက်တစ်ခုေပမှာ ေဘာပင်နဲဆွဲရမှာပါ။ ကန်သတ်ချက်အေနနဲ မျ်းေတွကိ ု

ှစ်ကိမ်ြပန်ထပ်မဆွဲရပါဘူး။ ပီးေတာ့ ေဘာပင်ကို စာရƮက်ေပကေန တစ်ေခါက်ပဲကွခွင့်ရှိပါတယ်။ စာရƮက်ကို 

ေခါက်တာလိုမျိး လူလည်မကျဘဲနဲ ရေအာင်ဆွဲကည့်ပါ။ အေြဖရှိပါတယ်။ 

 

 

 

 

 

 

 

ပေဟဠ ိ(2) 

 

 Jack ဆုိတ့ဲလူတစ်ေယာက်ေနတ့ဲ မိကေလးဟာ ြမစ်ဆုံြမစ်ခွတစ်ခုကုိ ြဖတ်လျက်တည်ထားပီး 

ြမစ်လယ်ကန်းတစ်ခ ု ပါဝင်ပါတယ်။ မိေလးရဲေြမပုံကိုေတာ့ ပံုမှာေပးထားပါတယ်။ မိရဲကုန်းေြမအစိတ်အပုိင်းေတွကုိ 

တံတားစုစုေပါင်း 7 စင်းနဲချတ်ိဆက်ထားပါတယ်။ Jack ရဲေနအိမ်ကေတာ့ တံတားငါးစင်းဆံုရာ ြမစ်လယ်ကန်းေလးေပမှာပါ။ 

နံနက်ခင်းတစ်ခုမှာ Jack ဟာလမ်းထွက်ေလျာက်ဖိုြပင်ဆင်ေနရင်းနဲ ကိုယ့်ကုိယ်ကိ ု ချဲလင့်လုပ်ဖုိ အုိင်ဒီယာတစ်ခ ု

ရလုိက်ပါတယ်။ မိရဲတံတားေတွအားလံုးကိ ု အတိအကျတစ်ကိမ်စီပဲ ြဖတ်ပီးေတာ့ အဆံုးမှာသူအိမ်သူြပန်ေရာက်ေအာင် 

မိပတ်လမ်းေလျာက်မယ့ ် challenge ပါ။ ဒါေကာင့် တံတားတုိင်းကိုြဖတ်ရမှာြဖစ်သလုိ တံတားတစ်ခုကိုတစ်ကိမ်ထက် 

ပိုြဖတ်ခွင့်မရှိပါဘူး။ Jack က challenge ကုိမရမကေအာင်ိုင်ေအာင်လုပ်ိုင်ခဲ့ပါတယ်။ ဒါေပမယ့ ် သူလူလည်ကျခ့ဲရတယ်။ 

တံတားတချိကုိှစ်ကိမ်မြဖတ်ချင်လို ေလှစီးလိုက်တယ်တ့ဲေလ။ ကဲ… စာဖတ်သူအေနနဲ Jack ရဲ challenge ကုိေလှမစီးဘဲ၊ 

မိြပင်မထွက်ဘဲ ေအာင်ြမင်ေအာင်လုပ်ိုင်သလား။ ေလှစီးကုိစီးရမယ်ဆိုရင်ေရာ အနည်းဆုံးဘယ်ှကိမ်စီးရမလဲ။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ပံ ု1 - လက်မကွစတမ်းချဲလင့ ်

ပုံ 2 - လမး်ေလျာက်ထွက်ချဲလင့ ်



 

 

 

ေနɜက်ကယွက် သချာ 

Eulerian circuit နဲ trail များ 

 

 

 ပေဟဠ ိ (2) ဟာ 18 ရာစုတုန်းက တကယ့်အြပင်မှာရှိခ့ဲတဲ့ ပေဟဠိပုစǠာြဖစ်ပါတယ်။ ပေဟဠိထဲက 

မိေလးကေတာ့ ပရပ်ရှားိုင်ငံ (အခုေတာ့ ုရှားရဲ အစိတ်အပိုင်း) ရဲ Konigsberg မိြဖစ်ပါတယ်။ ဒီပုစǠာကို ေဒသခံေတွက 

ေြဖရှင်းဖုိ အကိမ်ကိမ်ကိးစားခဲ့ကေပမယ့် မေအာင်ြမင်ခဲ့ကပါဘူး။ ေရထဲက ေန ြဖတ်ကူးပီးြဖစ်ေစ၊ မိအြပင်ထွက်ပီးေတာ့ 

ြဖစ်ေစ လူလည်ကျတ့ဲသူေတွကလွဲရင်ေပါ။့ လူလည်မကျတ့ဲအေြဖရှိမရှိဆိုတဲ့အချက်ကိ ု အဲ့ဒီေခတ်ရဲ သမ်းသမ်းေတာက် 

သချာပညာရှင ်Leonhard Euler (လီယွန်ဟတ် အိွင်လာ) က ေြဖရှင်းေပးိုင်ခဲ့ပါတယ်။ အေြဖကေတာ့ အားလံုးထင်ထားတဲ့ 

အတိုင်း တကယ်မရှိတာပါ။ အေြဖမရှိရတဲ ့အေကာင်းရင်းကိ ုရှင်းရှငး်လငး်လင်းေဖာ်ထုတ်ေပးိုင်ခဲ့တ့ဲ Euler ရဲ စာတမ်းဟာ 

သချာေလာကထဲက graph theory ဆုိတဲန့ယ်ပယ်ရဲ အစြဖစ်ခဲ့ပါတယ်။ Euler ရဲအေြဖကိုကည့်ရေအာင်။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ပထမဆံုးသတိထားမိရမှာက ကုန်းေြမတစ်ခုချင်းစီေပမာှ လမ်းဘယ်လိုေလျာကသ်လဲဆုိတာကို ဂုစိုက်စရာ 

မလုိပါဘူး။ အေရးကီးတာသည ်ဘယ်တံတားပီးရင ်ဘယ်တံတားကိုြဖတ်မှာလဲဆိုတ့ဲ တံတားေတွရဲ အစီအစ်ပဲြဖစ်ပါတယ်။ 

Euler ဟာ မလိုတာေတွကို ြမင်ကွင်းကရှငး်သွားေအာငလ်ို ကုန်းေြမေလးခုကိ ု အစက်ေလးစက်အြဖစ်လည်းေကာင်း၊ 

ကုန်းေြမေတွကားက တံတားေတွကို သက်ဆိုင်ရာအစက်ေတွကိုဆက်ထားတ့ဲ မျ်းေကာင်းေတွအြဖစ်လည်းေကာင်း 

ပံုေဖာ်လိုက်ပါတယ်။ ဒအီခါ ပံ ု3 ရဲ ညာဘက်ပံုထဲကအတိုင်း သချာပစည်းတစ်ခုရလာပါတယ်။ 

 

 ဒီလုိမျိး အစက်ေတွရယ်၊ အစက်ေတွကားမာှဆက်ထားတ့ဲ ဆက်သွယ်မြပမျ်းေတွရယ်သာပါတဲ့ ပံုကိ ု graph 

လိုေခပါတယ ် (Coordinate ြပင်ညီေပမှာဆွဲတ့ဲ ဖန်ရှင်ေတွရဲ graph နဲလားလားမမဆိုင်ပါ)။ အစက်ေတွကိ ု vertex 

ပံ ု3 – Euler ရဲ ရှငး်လင်းတဲအ့ြမင ်



(အများကိန်း vertices) နဲ ဆက်သွယ်မြပမျ်းေတွကုိ edge (အများကိန်း edges) လိုေခပါတယ်။ Vertex တစ်ခုကေနပီး edge 

တစ်ေကာင်းကိုတစ်ကိမ်ထက်ပိုမြဖတ်ဘဲနဲ စခဲ့တဲ ့ vertex ဆီကုိြပန်ေရာက်ေစတ့ဲ လမ်းေကာင်းေတွကို ပတ်လမ်း (circuit) 

လိုေခပါတယ်။ ပတ်လမ်းထဲမှာ edge အကုန်ပါစရာမလိုပါ၊ ှစ်ကိမ်ြပန်မြဖတ်ရင်ရပါပီ။ 

 

 ဒါဆုိရင် လမ်းေလျာက်ထွက်တ့ဲချဲလင့်ကိ ု graph ဘာသာစကားနဲ ြပန်ေြပာကည့်လုိရင ် - “ေပးထားတ့ဲ graph မှာ 

edge အားလံုးပါဝင်ေနတ့ဲ ပတ်လမ်းရှိသလား၊ မရိှဘူးလား” ဆိုပီးြဖစ်သွားပါတယ်။ Jack ရဲအိမ်က ဘယ်ကန်းမှာရှိရှိ 

ေမးခွန်းရဲအေြဖက ေြပာင်းမှာမဟုတ်ပါဘူး။ ဘာေကာင့်လဲေတာ့ ကိုယ့်ဘာသာစ်းစားကည့်ပါ။ 

 ချဲလင့်မှာအေြဖမရိှေကာင်းက ပတ်လမ်းေတွနဲပက်သက်တ့ဲ အရမ်းြမင်သာတ့ဲအချက်ကေလးတစ်ခုအေပမှာ 

မှီတည်ေနပါတယ်။ ပံ ု 4 က graph တစ်ခုေပမှာရှိေနတဲ ့ပတ်လမ်းတစ်ခုရဲပုံြဖစ်ပါတယ်။ ပတ်လမ်းထဲမပါတ့ဲ edge ေတွကို 

dotted segment ေတွနဲြပထားပါတယ်။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ဒီပုံေလးကိုကည့်ပီး စိတ်ကူးယ်ကည့်ပါ။ အ့ဲပတ်လမ်းအတုိင်း ေခွးတစ်ေကာင်က လမ်းပတ်ေလျာက်ေနတယ်။ 

စာဖတ်သူက ပတ်လမ်းထကဲ vertex တစ်ခုေပမှာထိုင်ပီး အ့ဲဒီေခွးကိ ုလိုက်ကည့်ေနတယ်။ ဒါဆုိရင်စာဖတ်သူဘာြမင်ရမလဲ။ 

ေခွးက စာဖတ်သူထုိင်ေနတဲ့ vertex ထဲဝင်လာမယ်၊ ပီးရင်ြပန်ထွက်သွားမယ်၊ ပီးေတာ့ြပန်ဝင်လာမယ်၊ 

ပီးရင်ြပန်ထွက်သွားမယ်… ဒီအတုိင်းေတာက်ေလျာက်ပတ်ေနမှာပါ။ ဒါေကာင့် စာဖတ်သူထိုင်ေနတ့ဲ vertex ကုိလာချတ်ိတ့ဲ 

edge ေတွထဲကေနမှ ပတ်လမ်းထဲက edge ေတွကုိ “ဝင်လာတဲ ့ edge” ေတွနဲ “ထွက်သွားတဲ ့ edge” ေတွဆိုပီး 

အေရအတွက်တူညီတ့ဲ အပုံှစ်ပုံအြဖစ်ပံုလုိက်လိုရပါမယ်။ တစ်နည်းအားြဖင့် အ့ဲဒီ edge အေရအတွက်ဟာ စံုကိန်းြဖစ်ပါတယ်။ 

ဒါဆုိရင် ေအာက်ပါသီအုိရမ်ကိ ုရပါပီ။ 

 

ပတ်လမ်းတစ်ခုေပရှ ိမည်သည့် vertex အတွက်မဆိ ုယင်း vertex ှင့်လာေရာက်ချတ်ိဆက်သည့် 

ပတ်လမ်းေပရှ ိedge အေရအတွက်သည် စံုကိန်းြဖစ်သည်။ 

 

ပံ ု4 – Graph တစ်ခုေပက ပတ်လမ်းတစ်ခ ု



ဒါဆုိရင် ချဲလင့်ဘာလိုမြဖစ်ိုင်လ ဲြမင်သာသွားပါပီ။ အကယ်၍ ေအာက်ပါ graph (ပုံ 5) ထဲမှာ edge အားလုံးပါဝင်တ့ဲ circuit 

ရှိခ့ဲေသာ် graph ရဲမည်သည့် vertex အတွက်မဆုိ ယင်း vertex ကုိလာချတ်ိတ့ဲ edge အေရအတွက်သည ်စံုကိန်းြဖစ်ရမှာ။ 

အခုက အကုန်လုံးစံုြဖစ်ဖိုေနေနသာသာ အကုန်လံုးက မကိန်းေတွချည်းြဖစ်ေနတာဆိုေတာ့ ေဝလာေဝးေပါ။့ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ဒါေကာင့် ချဲလင့်ကုိ ေြဖရှင်းဖိုြဖစ်ိုင်ေအာင် တချိကန်းေတွကုိ ေလှနဲြဖတ်ကူးရမယ်။ ေလှနဲြဖတ်ကူးမယ့ ်ကန်းှစ်ကန်းကို 

လည်းပဲ edge တစ်ေကာင်းနဲဆက်ပါမယ်။ ထွက်လာတ့ဲ graph မှာ vertex တုိင်းကိ ု edge အေရအတွက် စံုဂဏန်း 

လာချတ်ိေအာင်လုပ်ိုင်ေတာ့မှ ေြဖရှင်းုိင်ဖိုအတွက ် ေမာ်လင့်ချက်ရိှမှာပါ။ ဒါေကာင့် ေလှနဲြဖတ်ကူးတ့ဲအခါ 

အနည်းဆုံးှစ်ကိမ်ေတာ့ ကူးကိုကူးရမှာပါ။ ေအာက်ကပံုမှာေတာ့ ေလှနဲကူးမယ့ ် edge ေတွကို dashed segment ေတွနဲ 

ပံုေဖာ်ထားပါတယ်။ ရလာတ့ဲပုံအသစ်မှာ edge အားလုံးပါဝင်တဲ ့ပတ်လမ်းရှာကည့်ပါ။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ပံုအသစ်မှာေတာ့ edge အားလံုးပါဝင်တဲ့ပတ်လမ်း တကယ်ရှိေနတာမိုလို ပေဟဠိ (2) ရဲအေြဖဟာ 2 ြဖစ်ပါတယ်။ ဒီပေဟဠိကို 

ေြဖရှင်းရင်းကေနပီး edge အားလံုးပါဝင်တ့ဲ ပတ်လမ်းမရိှတဲ ့ graph အချိကိုစစ်ေဆးိုင်တ့ဲ နည်းလမ်းတစ်ခုကုိ 

ရရိှသွားပါတယ်။ Vertex တစ်ခုကုိ လာချတ်ိဆက်တ့ဲ edge အေရအတွက်ကိ ုအ့ဲဒီ vertex ရဲ degree လိုေခပါမယ်။ ဒါဆုိရင် 

 

Graph တစ်ခုမှာ edge အားလံုးပါဝင်တ့ဲ ပတ်လမ်းရိှရင် vertex တုိင်းရဲ degree ဟာစံုကိန်းြဖစ်တယ် 

ပံ ု5 – လမ်းေလျာက်ထွက်ချဲလင့်မှ ရလာသည့် graph 

ပံ ု6 – ေလှနဲှစ်ကိမ်ကူးမှ အေြဖရဖိုေမာ်လင့်ချက်ရိှမယ ်



 

ဆိုတ့ဲသီအုိရမ်ကို ရရှိပါပီ။ Euler ကတကယ့် ɟာဏ်ကီးရှင်ပါ။ အေပကသီအိုရမ်ဟာ degree အားလံုးစံုမဟုတ်ရင် edge 

အားလံုးပါတ့ဲပတ်လမ်း မရှိဘူးလိုပဲေြပာတာပါ။ Degree အားလုံးစုံြဖစ်ေနရင် ဘာြဖစ်မယ်ဆိုတာ မေြပာထားပါဘူး။ Euler ဟာ 

ဒီသီအိုရမ်ရဲ converse version ကိုပါ သက်ေသြပခ့ဲတာပါ။ Converse version မေြပာခင ် graph ဆိုင်ရာ vocabulary 

ေလးတစ်လံုး မိတ်ဆက်ပါဦးမယ်။ အကယ်၍ graph ထဲရှ ိမည်သည့် vertex ှစ်ခုအတွက်မဆို ယင်း vertex တစ်ခုမှ တစ်ခုသုိ 

သွားိုင်ေသာလမ်းေကာင်းရှိလ ယင်း graph ကို တစ်ဆက်တည်းရှိသည် (connected ြဖစ်သည)် လိုေခပါမယ်။ ပံ ု4 ထဲက 

ေအာက်ခ ံgraph ဟာ connected ြဖစ်ပီး ေအာက်ပါပံု 7 ထဲက graph ကေတာ့ connected မြဖစ်ပါ။ ဒီေလာက်ဆုိ Euler ရဲ 

သီအိုရမ်ကို အြပည့်အစံုေဖာ်ြပလုိရပါပီ။ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Theorem. A graph has a circuit containing all edges if and only if it is connected and every vertex has even 

degree. 

 

 

 Edge အားလံုးပါတ့ဲပတ်လမ်းရှိရင် vertex အားလုံးမှာ degree စံုကိန်းရှိတယ် ဆိုတာကိုအေပမှာေြပာခဲ ့ ပီးပါပီ။ 

ဒီလုိပဲ connected လည်းြဖစ်မယ်ဆိုတာ ြမင်သာပါတယ်။ အြပန်အလှန်ရဲသက်ေသြပချက်ကိုေတာ့ ဒီစာအုပ်ထဲမှာ 

မေရးေတာ့ပါဘူး။  

 

 ဒီချဲလင့်မှာ Jack ကအဆံုးမှာ သူအိမ်သူြပန်ေရာက်ဖိုမလိုဘူးဆိုရင ်ေမးခွန်းကနည်းနည်းေြပာင်းသွားပါတယ်။ Graph 

တစ်ခုေပမှာရှိတ့ဲ vertex တစ်ခုမှ အြခား vertex တစ်ခုသုိသွားတ့ဲအခါ edge ေတွကိုတစ်ကိမ်ထက်ပုိမြဖတ်ရင် 

အ့ဲဒီသွားတ့ဲလမ်းေကာင်းကုိ ေလျာက်လမ်း (trail) လိုေခပါတယ်။ ဒီေတာ့ စမှတ်နဲ ဆံုးမှတ်တူတဲ့ ေလျာက်လမ်းေတွဟာ 

ပတ်လမ်းေတွပဲေပါ။့ ေြပာင်းသွားတ့ဲေမးခွန်းကို graph ဘာသာစကားနဲြပန်ေရးရင ် “ေပးထားတဲ ့ graph မှာ edge အားလံုး 

ပါဝင်ေနတ့ဲ ေလျာက်လမ်းရှိသလား” လိုြဖစ်သွားပါတယ်။ 

 

 ပတ်လမ်းေတွထဲမှာ degree အားလံုးစံုကိန်းြဖစ်သလိုမျိး ေလျာက်လမ်းေတွမှာလည်း အလားတူမှန်ကန်ချက် 

ထုတ်လိုရပါတယ်။ ဘာေကာင့်မှန်သလဲကေတာ့ ကုိယ့်ဘာသာစ်းစားဖိုပါ။ 

ပံ ု7 – Connected မြဖစ်တဲ ့graph 



 

ေလျာက်လမ်းတစ်ခုေပရှ ိစမှတ်ှင့် ဆုံးမတှ်မှလဲွ၍ ကျန်ေသာ မည်သည့ ်vertex ၌မဆို 

ယင်း vertex ှင့်လာေရာက်ချတိ်ဆက်ေသာ ေလျာက်လမ်းေပရှိ edge အေရအတွက်သည ်စံုကိန်းြဖစ်သည်။ 

စမှတ်ှင့ ်ဆံုးမှတ်မတူလင ်ယင်းအမှတ်များသုိလာချတိ်ေသာ 

ေလျာက်လမ်းေပရှိ edge အေရအတွက်သည ်မကိန်းြဖစ်သည်။ 

 

ဒီအချက်ကေနပီး Euler ရဲ theorem ကိ ု ေလျာကလ်မ်း version အြဖစ်ေြပာင်းေရးလိုရပါတယ်။ သက်ေသြပချက်ကိုေတာ့ 

ေရှကမှန်ရင ်ေနɜက်ကမှန်တယ်ဆိုတ့ဲအချက်ကို ကိုယ့်ဘာသာစ်းစားကည့်ဖုိ တိုက်တွန်းချငပ်ါတယ်။ 

 

 

Theorem. A graph has a trail containing all edges if and only if it is connected and every vertex has even 

degree except possibly for two vertices. 


